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1.1 Μετρικές σχέσεις στα τρίγωνα 
 
 
Α  Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιο τρίγωνο 
 
Α1  Προβολή σηµείου σε ευθεία 
Ορθή προβολή Α′  
ονοµάζεται το ίχνος της κάθετης  
που φέρνουµε από ένα σηµείο Α , πάνω σε µια ευθεία ε  
(Αν το σηµείο βρίσκεται πάνω στην ευθεία, τότε είναι το ίδιο το σηµείο.) 
 
 

Α2  Προβολή τµήµατος σε ευθεία 
Ορθή προβολή του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ  πάνω στην ε    
ονοµάζουµε το ευθύγραµµο τµήµα 'Β'Α  
που έχει ως άκρα τις ορθές προβολές 'Α , 'Β  των Α , Β  
πάνω στην ε  

 
 

Α3  Θεώρηµα 1  
 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο µιας κάθετης 
πλευράς του, ισούται µε το γινόµενο της υποτείνουσας επί  
την προβολή της πλευράς αυτής πάνω στην υποτείνουσα.  
 

∆ηλαδή: Β∆ΒΓΑΒ2 ⋅=  ή Β∆αγ2 ⋅=  

 Γ∆ΒΓΑΓ2 ⋅=    ή Γ∆αβ2 ⋅=  

 
Απόδειξη  
 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ  και  ∆AB  είναι όµοια 

γιατί έχουν δύο γωνίες ίσες: o90∆Α ==
∧∧

 και  
∧
Γ : κοινή γωνία. 

Συνεπώς, θα ισχύει 
ΑΒ
Β∆

ΒΓ
ΑΒ

=  ⇔  Β∆ΒΓΑΒ2 ⋅=  

 

Οµοίως, χρησιµοποιώντας τα τρίγωνα ΑΒΓ  και ΑΓ∆ , αποδεικνύεται και η σχέση  

η οποία ισχύει για την άλλη κάθετη, δηλαδή Γ∆ΒΓΑΓ2 ⋅=   
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 Σε τρίγωνο ΑΒΓ , µε o90Α =
∧

 και ύψος Α∆ , είναι cm 3ΑΒ =  και cm4 ΑΓ =  

Θα υπολογίσουµε τα µήκη των τµηµάτων Β∆  και Γ∆  
 

Από 222 ΑΓΑΒΒΓ +=  είναι 2543ΒΓ 222 =+= , άρα 5ΒΓ =  

Από Γ∆ΒΓΑΓ2 ⋅=  είναι Γ∆542 ⋅=  ή 
5

16Γ∆ =   

και από 222 ΑΓΑΒΒΓ +=  είναι Β∆532 ⋅=  ή 
5
9Β∆ =  

Σε τρίγωνο µε o90Α =
∧

 και ύψος Α∆  είναι cm 6ΑΓ =  και cm 10ΒΓ =  

να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων Γ∆  και  Β∆  
 

 Α6  Θεώρηµα 4 - Αντίστροφο του Πυθαγορείου 
Αν σε ένα τρίγωνο το τετράγωνο της µεγαλύτερης πλευράς του είναι ίσο  
µε το άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, το τρίγωνο  
είναι ορθογώνιο µε ορθή γωνία την γωνία που βρίσκεται απέναντι από  
την µεγαλύτερη πλευρά.  

∆ηλαδή: Αν είναι 222 ΑΓΑΒΒΓ += , τότε θα είναι o90Α =
∧

 
 

Απόδειξη  

Πάνω στις πλευρές τις ορθής γωνίας yOx
∧

 

παίρνουµε ΑΒΟ∆ =  και ΑΓΟΕ =  
Εφαρµόζουµε Πυθαγόρειο θεώρηµα 
στο τρίγωνο ∆ΟΕ  

και είναι 222 ΟΕΟ∆∆Ε +=   

        ⇔ 222 ΑΓΑΒ∆Ε +=   ⇔  22 ΒΓ∆Ε =  
 

Οπότε ΒΓ∆Ε =  και από τα προηγούµενα είναι ΑΒΟ∆ =  και ΑΓΟΕ =  

Άρα ΕΟ∆ΑΒΓ
∆∆

=  και τελικά o90ΑO ==
∧∧

 
 

 Στο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι cm7ΒΓ = , cm4ΑΒ = και cm 65ΑΓ =  

Επειδή 222222 ΑΓ6565164947ΑΒΒΓ ===+=+=+ , είναι o90B =
∧

 
 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ  είναι  cm 13ΒΓ = , cm 8ΑΓ =  και cm 9ΑΒ =  

να ελέγξετε αν το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο. 
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Α7  Θεώρηµα 5 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους  
που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο µε το γινόµενο  
των προβολών των καθέτων πλευρών του στην υποτείνουσα. 
 

∆ηλαδή: Γ∆Β∆Α∆2 ⋅=  ή Γ∆Β∆υ 2
α ⋅=  

 

Απόδειξη  

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΓ∆ και  ΑΒ∆  

διαπιστώνουµε ότι o
21 90∆∆ ==

∧∧
 και 

∧∧
= ΓΑ1   

Οπότε, είναι όµοια και συνεπώς  
Α∆
Β∆

Γ∆
Α∆

=  ⇔  Β∆Γ∆Α∆2 ⋅=  

 

 Σε τρίγωνο ΑΒΓ , µε o90Α =
∧

, ύψος cm 6Α∆ =  και cm 9Β∆ =  

από Γ∆Β∆Α∆2 ⋅=  είναι Γ∆962 ⋅=  ή cm 4Γ∆ =  
 

Σε τρίγωνο ΑΒΓµε o90Α =
∧

 και ύψος Α∆ , και µε  cm 8Γ∆ = , cm 11Β∆ =  

να υπολογίσετε το Α∆  
 
Α8  Εφαρµογή 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , µε o90Α =
∧

  
 

και ύψος Α∆ , είναι: 2
α

22 υ
1

γ
1

β
1

=+  

 Απόδειξη  
 

2
α

22 υ
1

Β∆Γ∆
1

Β∆Γ∆
α

α
1

Β∆Γ∆
Γ∆Β∆

α
1

Β∆
1

Γ∆
1

α
1

αΒ∆
1

αΓ∆
1

γ
1

β
1

=
⋅

=
⋅

=
⋅
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⋅
+

⋅
=+   

 

 Σε τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90Α =
∧

 και ύψος Α∆  είναι cm 13ΑΒ = , cm 7ΑΓ =  

Τότε από 2
α

22 υ
1

γ
1

β
1

=+  είναι 2
α

22 υ
1

13

1

7

1
=+  ή 2

αυ
1

91
20

=  ή 
20
91υα =  

Σε τρίγωνο ΑΒΓ  µε o90Α =
∧

 και ύψος cm 32Α∆ = , είναι cm 9ΑΓ =  

να υπολογίσετε το ΑΒ  
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Β  Γενίκευση του Πυθαγορείου θεωρήµατος 

Β1  Θεώρηµα 1 (Οξείας γωνίας) 
 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέναντι 
από οξεία γωνία, είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων 
των δύο άλλων πλευρών ελαττωµένο κατά το διπλάσιο 
γινόµενο της µιας από αυτές, επί την προβολή της άλλης 
πάνω σε αυτή.  

∆ηλαδή: Α∆ΑΓ2ΑΓΑΒΒΓ 222 ⋅−+=  ή Α∆β2γβα 222 ⋅−+=   

όπου Α∆  είναι η προβολή της γ  πάνω στη β  

          ή  ΑΕΑΒ2ΑΓΑΒΒΓ 222 ⋅−+=  ή ΑΕγ2γβα 222 ⋅−+=  

 όπου AE  είναι η προβολή της β  πάνω στη γ  
 

Απόδειξη  
 

Είναι    222 Γ∆Β∆ΒΓ +=  

            222 Α∆ΑΒΒ∆ −=  
Οπότε  222 Γ∆Β∆ΒΓ +=  ⇔  2222 Γ∆Α∆ΑΒΒΓ +−=  (1) 
 

Αν o90Γ <
∧

 , το ∆ θα είναι µεταξύ Α και Γ 
και άρα  Α∆ΑΓΓ∆ −=    (2)  
 

Οπότε 2222 Γ∆Α∆ΑΒΒΓ +−=  222 )Α∆ΑΓ(Α∆ΑΒ −+−=  
2222 Α∆Α∆ΑΓ2ΑΓΑ∆ΑΒ +⋅−+−=  

Α∆ΑΓ2ΑΓΑΒ 22 ⋅−+=  
 

Αν o90Γ >
∧

, το Γ θα είναι µεταξύ των Α και ∆  
και άρα ΑΓΑ∆Γ∆ −=  (3) 
 

Οπότε 2222 Γ∆Α∆ΑΒΒΓ +−=  222 )ΑΓΑ∆(Α∆ΑΒ −+−=     
2222 ΑΓΑ∆ΑΓ2Α∆Α∆ΑΒ +⋅−+−=  

Α∆ΑΓ2ΑΓΑΒ 22 ⋅−+=  

Αν o90Γ =
∧

, το ∆ θα συµπέσει µε το Γ  
και άρα 0Γ∆ =  
 

Οπότε 2222 Γ∆Α∆ΑΒΒΓ +−=  Α∆ΑΓ2ΑΓΑΒ 22 ⋅−+=  
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Β2  Θεώρηµα 2 (αµβλείας γωνίας) 
 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου που βρίσκεται  
απέναντι από αµβλεία γωνία, είναι ίσο µε το άθροισµα  
των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, αυξηµένο  
κατά το διπλάσιο γινόµενο της µιας από αυτές  
επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή.  

∆ηλαδή: Α∆β2γβα 222 ⋅++=  ή ΑΕγ2γβα 222 ⋅++=  
 

 
Απόδειξη  
 

Είναι 222 Γ∆Β∆ΒΓ +=  

        222 Α∆ΑΒΒ∆ −=  
 

Προσθέτοντας έχουµε  222 Γ∆Β∆ΒΓ +=  

                                  ή 2222 Γ∆Α∆ΑΒΒΓ +−=  
 

Επειδή o90A >
∧

 το A  είναι µεταξύ ∆  και Γ  και άρα  Α∆ΑΓΓ∆ +=  
 

Οπότε, είναι 2222 )Α∆ΑΓ(Α∆ΑΒΒΓ ++−=  

                 ή 22222 Α∆Α∆ΑΓ2ΑΓΑ∆ΑΒΒΓ +⋅++−=  

                 ή Α∆ΑΓ2ΑΓΑΒΒΓ 222 ⋅++=  
 
 

Β3  Κριτήρια για το είδος τριγώνου 
 
 

Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ , µε πλευρές γΑΒ =  , αΒΓ = ,  βΓΑ =   
 

                                       και µεγαλύτερη πλευρά την α  
 

 Αν 222 γβα += ,  τότε ο90Α =
∧

 και αντίστροφα. 
 

 Αν 222 γβα +< , τότε  ο90Α <
∧

 και αντίστροφα. 

 

 Αν 222 γβα +> , τότε  ο90Α >
∧

 και αντίστροφα. 
 

 

Τα πιο πάνω προκύπτουν  
από το Πυθαγόρειο και από την γενίκευση του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 
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 Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ  µε πλευρές 6α =  , 8β =  και 9γ =  

Είναι 36α2 =  , 64β2 =  , 81γ2 =  

Για το τετράγωνο της µεγαλύτερης πλευράς ισχύει 100βα81γ 222 =+<=  

Εποµένως η γωνία 
∧
Γ  είναι οξεία και επειδή είναι και η µεγαλύτερη γωνία 

του τριγώνου αφού βρίσκεται απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά 
είναι φανερό ότι το τρίγωνο θα είναι οξυγώνιο.  
 

Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι 12α = , 8β = , 6γ =  δείξτε ότι είναι αµβλυγώνιο. 
 

 Έστω το τρίγωνοΑΒΓ  µε cm 7ΑΒ = , cm 5ΑΓ =  και cm 6ΒΓ =  

Να τονίσουµε ότι η γωνία ο90Α <
∧

 …αφού 222 ΒΓΑΓΑΒ +<  

 

Για την προβολή ΑΕ  της ΑΒ  πάνω στην ΑΓ   

είναι ΑΕΑΒ2ΑΓΑΒΒΓ 222 ⋅−+=  ή  ΑΕ72576 222 ⋅⋅−+=  ή 
7

19ΑΕ =  

Αν στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι cm 8ΒΓ = , cm 9ΑΒ =  και για την προβολή Β∆   

της ΑΒ  πάνω στην ΒΓ είναι cm 
16
83Β∆ = , να υπολογίσετε την πλευρά ΑΓ  

 

Β4  Νόµος συνηµιτόνων 
 

Τα θεωρήµατα οξείας και αµβλείας γωνίας, αποτελούν την γεωµετρική έκφραση 
του νόµου συνηµιτόνων. 

∆ηλαδή: Ασυνγβ2γβα 222 ⋅⋅−+=  
 

 Β5  Ύψος τριγώνου 

Για το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι )γτ)(βτ)(ατ(τ
α
2υα −−−= , όπου )γβα(

2
1τ ++=   

 

 Τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ  είναι 6α = , 7β =  και 5γ =  
Θα υπολογίσουµε το µήκος του ύψους αυ  
 

Είναι 9
2

576
2

γβατ =
++

=
++

=  
 

Οπότε =αυ =−−− )59)(79)(69(9
6
2 62  µ.µ. 

 

Τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ  είναι 5α = , 4β =  και 3γ =  
Να υπολογίσετε το µήκος του ύψους αυ  
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Γ  Θεωρήµατα διαµέσων 
 

Γ1  Θεώρηµα 1 
 

Το άθροισµα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου, ισούται  
µε το διπλάσιο του τετραγώνου της διαµέσου που περιέχεται µεταξύ των 
πλευρών αυτών αυξηµένο κατά το µισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς.  

∆ηλαδή 
2
α µ2γβ

2
2
α

22 +=+  
 

Απόδειξη  
 
Αν ΑΓΑΒ > , το ίχνος ∆  του ύψους θα βρίσκεται µεταξύ των Γ  και Μ  

Επίσης o90BMA >
∧

 και o90ΓMA <
∧

 

Στο 
∆

ΑΜΒ  εφαρµόζουµε το θεώρηµα αµβλείας γωνίας 
και είναι Μ∆ΒΜ2ΒΜΑΜΑΒ 222 ⋅++=  

Στο 
∆

ΑΜΓεφαρµόζουµε το θεώρηµα οξείας γωνίας 
και είναι Μ∆ΜΓ2ΜΓΑΜΑΓ 222 ⋅−+=   
Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω σχέσεων, προκύπτει  
ότι: Μ∆ΜΓ2ΜΓΑΜΜ∆ΒΜ2ΒΜΑΜΑΓΑΒβγ 22222222 ⋅−++⋅++=+=+  

                                          222 ΜΓΒΜΑΜ2 ++=  =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

22
2

α 2
α

2
αµ2  

2
αµ2

2
2

α +  
 

Αν λύσουµε τον παραπάνω τύπο ως προς τη διάµεσο, είναι 
4

αγ2β 2 µ
222

2
α

−+
=   

Όµοια είναι 
4

βγ2α2 µ
222

2
β

−+
=  και  

4
γβ2α2 µ

222
2
γ

−+
=  

 

Γ2  Θεώρηµα 2 
 

Η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου, ισούται µε το 
διπλάσιο γινόµενο της τρίτης πλευράς επί την προβολή της αντίστοιχης 
διαµέσου πάνω στην πλευρά αυτή.  
∆ηλαδή: ΑΓΑΒ > ή Μ∆α2βγ 22 ⋅=− , µε βγ >  
Απόδειξη 
 

Με αφαίρεση των σχέσεων κατά µέλη, προκύπτει 
2222 ΑΓΑΒβγ −=− Μ∆ΜΓ2ΜΓΑΜΜ∆ΒΜ2ΒΜΑΜ 2222 ⋅+−−⋅++=  

                       Μ∆ΜΒ22 ⋅⋅= Μ∆α2=  
 

 Έστω το τρίγωνοΑΒΓ  µε cm7ΑΒγ ==  , cm5ΑΓβ ==  και cm6ΒΓα ==  

Είναι 1126725 2αγ2β 2 µ4 2222222
α =−⋅+⋅=−+= , άρα cm 28µα =  

Έστω το τρίγωνοΑΒΓ  µε cm7ΑΒ = , cm5ΑΓ =  και cm6ΒΓ =  
Να υπολογίσετε το µήκος της διαµέσου βµ  
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ΕΜΒΑ∆Α  
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2.1 Περί εµβαδών 
 
 
Α  Πολυγωνικό χωρίο 
Γνωρίζουµε ότι µια απλή και κλειστή πολυγωνική γραµµή, ονοµάζεται πολύγωνο.  

 
Α1  Πολυγωνικό χωρίο  
 

Το σχήµα που αποτελείται από ένα πολύγωνο 
και τα εσωτερικά του σηµεία, λέγεται πολυγωνικό χωρίο. 
 
Α2  Πολυγωνική επιφάνεια 
 

Ένα σχήµα που αποτελείται από πεπερασµένο πλήθος 
πολυγωνικών χωρίων, που ανά δύο δεν έχουν κοινά 
εσωτερικά σηµεία, ονοµάζεται πολυγωνική επιφάνεια. 
 
 
 
Β  Εµβαδόν ευθύγραµµου σχήµατος 
Όπως στα ευθύγραµµα τµήµατα έτσι και στα σχήµατα 
 

µέτρηση του χωρίου A  λέµε την σύγκρισή του µε ένα άλλο 
 

επίπεδο χωρίο α  το οποίο επιλέγουµε ως µονάδα µέτρησης. 
 

Έτσι, οδηγούµαστε σε µία σχέση της µορφής ακA ⋅= , µε 0κ >  
 

Ο θετικός κ  λέγεται εµβαδόν του πολυγωνικού χωρίου A  και συµβολίζεται µε )A(  

 
 
Β1  Αξιώµατα για το εµβαδόν 
 

 Για το εµβαδόν ισχύουν τα επόµενα αξιώµατα. 
 

Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εµβαδά 
 

το εµβαδόν µιας πολυγωνικής επιφάνειας ισούται µε το άθροισµα των εµβαδών 
των επιµέρους πολυγωνικών χωρίων από τα οποία αποτελείται. 
 

Το εµβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς 1  µ.µ. είναι 1  τ.µ. 
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Β2  Ισοδύναµα ευθύγραµµα σχήµατα 
Αναφέραµε προηγουµένως ότι αν δύο πολυγωνικά χωρία 
είναι ίσα, τότε θα έχουν και ίσα εµβαδά. 
Το αντίστροφο προφανώς και δεν ισχύει. 
∆ύο σχήµατα που έχουν το ίδιο εµβαδόν  
λέγονται ισοδύναµα ή ισεµβαδικά. 
Άρα λοιπόν 
µπορούµε να συγκρίνουµε ως προς το εµβαδόν τους και σχήµατα τα οποία  
δεν είναι ίσα. 
 

Γ  Εµβαδόν βασικών ευθυγράµµων σχηµάτων 
Παρουσιάζουµε στη συνέχεια, τα εµβαδά των βασικών ευθύγραµµων σχηµάτων. 
 

Γ1  Εµβαδόν τετραγώνου 
 

Το εµβαδόν E  ενός τετραγώνου πλευράς α  είναι 2αE =  
 

 Ένα τετράγωνο µε πλευρά cm 4  έχει εµβαδόν 2cm 16  
 

Να βρείτε το εµβαδόν ενός τετραγώνου µε περίµετρο cm 12  
 

Γ2  Εµβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράµµου 
 

Το εµβαδόν E  ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου 
ισούται µε το γινόµενο των πλευρών του. 
 

Για ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο 
διαστάσεων α , β  είναι βαE ⋅=  
Απόδειξη  
 

Έστω ένα ορθογώνιο ΑΒΓ∆ , µε βAB =  και α∆A = . 
Προεκτείνουµε την πλευρά AB  κατά τµήµα αBZ =  και την ∆A  κατά β∆Ε =  
Στην συνέχεια, σχηµατίζουµε το τετράγωνο ΘΕAZ  το οποίο έχει πλευρά βα +   

άρα και 2)βα()ΑΖΘΕ( +=  
Προεκτείνοντας τώρα τις ΓB  και ∆Γ  σχηµατίζονται τα τετράγωνα ΓΗΖB , ∆ΓΙΕ   
µε πλευρές α  και β  αντίστοιχα, και το ορθογώνιο ΓΗΘΙ   
το οποίο είναι ίσο µε το ΑΒΓ∆  
Οπότε 2α)ΓΗΖB( = , 2β)∆ΓΙΕ( =  και )Γ∆AB()ΓΗΘΙ( =  
Έχουµε λοιπόν )∆ΓΙΕ()ΓΗΖB()Γ∆AB(2)ΘΕAZ( ++=  

∆ηλαδή 222 βα)βα()∆ΓΙΕ()ΓΗΖB()ΘΕAZ()Γ∆AB(2 −−+=−−=  
οπού µετά από πράξεις καταλήγουµε ότι βα)Γ∆AB( ⋅=  
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Γ3  Εµβαδόν παραλληλογράµµου 
 

Το εµβαδόν E  ενός παραλληλογράµµου ισούται µε το 
γινόµενο µιας πλευράς του επί το ύψος που αντιστοιχεί 
σε αυτή. 
 

Για ένα παραλληλόγραµµο διαστάσεων α , β  

είναι αυαE ⋅=  ή βυβE ⋅=  
 

Απόδειξη  
 

Θεωρούµε ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆   
και φέρνουµε το ύψος AE  το οποίο αντιστοιχεί στην Γ∆  
Από το σηµείο B  φέρνουµε την BZ  κάθετη στην προέκταση της Γ∆  
Τα τρίγωνα ∆ΕA  και ΓBZ  είναι ίσα, οπότε )ΖΓB()∆ΕA( =  

Επειδή το ABZE  είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο 
οπότε το εµβαδόν του θα είναι ίσο µε AEAB)ABZE( ⋅=  

Όµως )ABZE()ΑΒΓΕ()ΒΓΖ()ΑΒΓΕ()Α∆Ε()Γ∆AB( =+=+=  

Συνεπώς AEΓ∆AEAB)Γ∆AB( ⋅=⋅=  
 

Γ4  Εµβαδόν τριγώνου 
 

Το εµβαδόν E  ενός τριγώνου ισούται µε το ηµιγινόµενο 
µιας πλευράς του επί το ύψος που αντιστοιχεί σε αυτή. 
Για ένα τρίγωνο µε πλευρές α , β , γ   

είναι 
2
υα

E α⋅
=  ή 

2
υβ

E β⋅
=  ή 

2
υγ

E γ⋅
=  

 

Απόδειξη  
 

Με πλευρές AB  και ΓB  σχηµατίζουµε το παραλληλόγραµµο ΓΕAB  
του οποίου το εµβαδόν είναι αυαΑ∆ΓB)ΓΕAB( ⋅=⋅=  
Όµως, τα τρίγωνα ΓAB  και ΓAE  είναι ίσα, οπότε )ΑΕΓ()ΓAB( =  
Τέλος, έχουµε ότι )ΑΕΓ()ΓAB()ΓΕAB( +=  

Οπότε )ΓAB(2υα α =⋅  ή 
2
υα

)ΓAB( α⋅
=  

 

 Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το ηµιγινόµενο των δύο 
καθέτων πλευρών του. 

Να βρείτε το εµβαδόν ενός ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου µε 

υποτείνουσα µήκους cm 2  
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Γ5  Εµβαδόν τραπεζίου 
Το εµβαδόν ενός τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο  
του ηµιαθροίσµατος των βάσεών του επί το ύψος του. 
Για ένα τραπέζιο µε βάσεις B , β  και ύψος υ  

είναι υ
2
βBE ⋅

+
=   

Απόδειξη  
 

Έστω το τραπέζιο Γ∆AB  (µε Α∆//ΓB )  
µε βάση µεγάλη ΒΓB = , βάση µικρή β∆A =  και ύψος υ  
Φέρνουµε τη διαγώνιο ΓA  
Είναι )Α∆Γ()ΑΒΓ()Γ∆AB( +=  
Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ , Α∆Γ  έχουν το ίδιο ύψος  για το εµβαδόν τους  

είναι 
2
υΒ)ΒΓA( ⋅

=  και 
2
υβ)∆ΓA( ⋅

=  

Άρα υ
2
βB

2
υβ

2
υΒ)ΑΒΓ∆( ⋅

+
=

⋅
+

⋅
=  

 
Επίσης, αφού σε κάθε τραπέζιο η διάµεσός του  
ισούται µε το ηµιάθροισµα των βάσεών του 
το εµβαδόν του θα ισούται και µε υδE ⋅=   

 
Γ6  Εµβαδόν ρόµβου 
 

Το εµβαδόν ενός ρόµβου ισούται µε το ηµιγινόµενο 
των διαγωνίων του. 

Για ένα ρόµβο µε διαγώνιους αδ  και βδ  είναι 
2
δδ

E βα ⋅=   

Απόδειξη  
 

Έστω ο ρόµβος ∆ΑΒΓ  µε διαγώνιους αδ  και βδ  
Είναι )ΑΟ∆()ΓΟ∆()ΓBO()AOB()Γ∆AB( +++=  
Όµως, τα τέσσερα ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα µεταξύ τους, άρα και ισοδύναµα. 
 

Έτσι λοιπόν )AOB(4)Γ∆AB( =  

Το εµβαδόν του τριγώνου AOB  είναι 
8
δδ

2
δ

2
δ

2
1)AOB( βαβα ⋅

=⋅⋅=  

Άρα 
2
δδ

8
δδ

4)Γ∆AB( βαβα ⋅
=

⋅
⋅=  
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∆  Άλλοι τύποι για το εµβαδόν τριγώνου 
Χρησιµοποιώντας τον βασικό τύπο για το εµβαδόν ενός τριγώνου ΓAB  
µε µήκη πλευρών α , β  και γ  προκύπτουν και οι παρακάτω τύποι. 
 

∆1  Τύπος του Ήρωνα 
 

)γτ)(βτ)(ατ(τE −−−=  

όπου 
2

γβατ ++
=  η ηµιπερίµετρος του τριγώνου. 

Απόδειξη  

Επειδή )γτ)(βτ)(ατ(τ
α
2υα −−−=   

είναι  )γτ)(βτ)(ατ(τ)γτ)(βτ)(ατ(τ
α
2α

2
1υα

2
1E α −−−=−−−⋅=⋅=  

 
 

 Το εµβαδόν ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευράς cm 2  είναι 
2cm 3)23)(23)(23(3E =−−−=  αφού 3τ =  

 

Να βρείτε το εµβαδόν ενός τριγώνου µε πλευρές cm 3 , cm 5  και cm 6  

 
 

∆2  Χρησιµοποιώντας την ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου 
 

ρτE ⋅=  

όπου τ  η ηµιπερίµετρος 
και ρ  η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου. 
 

Απόδειξη  
 

Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ  και ο εγγεγραµµένος κύκλος του ρ) , I(  

Οι διχοτόµοι AI , BI  και ΓΙ  των γωνιών του τριγώνου, χωρίζουν το τρίγωνο  
σε τρία τρίγωνα, τα AIB , ΓBI  και ΓAI  
τα οποία δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία αλλά έχουν το ίδιο ύψος ρ  

Οπότε είναι ρΓA
2
1ρΓB

2
1ρAB

2
1(ΑΙΓ)Γ)ΒΙ()ΑΙΒ()ΑΒΓ( ⋅⋅+⋅=++=  

                               ( ) ρτρτ2
2
1ρΑΓΓBAB

2
1

⋅=⋅=++=  
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∆3  Χρησιµοποιώντας την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου 
 

R4
γβαE ⋅⋅

=   

 
όπου R  η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου. 
 
Απόδειξη  

Γνωρίζουµε ότι αRυ2βγ =  άρα είναι 
R2
βγυα =  

Έχουµε λοιπόν 
R4

αβγ
R2
βγα

2
1αυ

2
1E α ===   

 
∆4  Τριγωνοµετρικός τύπος 
 
 
 
 
 

Αηµγβ
2
1E ⋅⋅⋅=  ή Bηµγα

2
1E ⋅⋅⋅=  ή Γηµβα

2
1E ⋅⋅⋅=  

 

Η απόδειξη διαφέρει ανάλογα µε το είδος του τριγώνου.  
 
Απόδειξη  
 

Αν o90A <
∧

, στο ορθογώνιο ∆ΒA  έχουµε 
γ
υ

Aηµ β= , δηλαδή Αηµγυβ ⋅=  

Αν o90A >
∧

, στο ορθογώνιο ∆ΒA  έχουµε 
γ
υ

Aηµ β
εξ = , δηλαδή εξβ Αηµγυ ⋅=  

Επειδή o
εξ 180AA =+

∧∧
, είναι AηµΑηµ εξ =  

Εποµένως και στην δεύτερη περίπτωση ισχύει πάλι Αηµγυβ ⋅=  

Οπότε έχουµε Αηµγβ
2
1υβ

2
1E β ⋅⋅⋅=⋅⋅=  

Τέλος αν o90A =
∧

, θα είναι γυβ =  και άρα ο τύπος πάλι ισχύει. 
Όµοια αποδεικνύονται και οι άλλοι τύποι. 
 

 Σε τρίγωνο µε πλευρές 5 , 6 , 7  και  18E = , η ακτίνα του εγγεγραµµένου 

κύκλου είναι ίση µε 2ρ = , από τον τύπο ρτE ⋅=  

Σε τρίγωνο µε πλευρές 2 , 3 , 4  και 3E =  να βρείτε την ακτίνα του 

περιγεγραµµένου κύκλου του. 
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ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΥΚΛΟΥ  
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3.2 Μέτρηση κύκλου 
 
 
Α  Μήκος κύκλου 
 

Χρησιµοποιώντας την περίµετρο των κανονικών πολυγώνων  
θα προσεγγίσουµε την έννοια του µήκους του κύκλου. 
Θεωρούµε ένα κύκλο R) , O(  και εγγράφουµε σε αυτόν 

διαδοχικά ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό εξάγωνο 
ένα κανονικό δωδεκάγωνο και γενικότερα ένα κανονικό 
πολύγωνο µε διπλάσιο κάθε φορά, πλήθος πλευρών από το προηγούµενο. 
 

Καθώς λοιπόν ο αριθµός των πλευρών του πολυγώνου µεγαλώνει 
παρατηρούµε ότι το πολύγωνο τείνει να ταυτισθεί µε τον κύκλο. 
 
 

Στο ίδιο ακριβώς συµπέρασµα καταλήγουµε αν 
αντί για εγγεγραµµένα κανονικά πολύγωνα 
θεωρήσουµε  
περιγεγραµµένα κανονικά πολύγωνα στον κύκλο R) , O(  
 

Αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδικός θετικός αριθµός L  µεγαλύτερος από την 
περίµετρο νP  των εγγεγραµµένων πολυγώνων και µικρότερος από την περίµετρο 

νP′  των περιγεγραµµένων πολυγώνων στον ίδιο κύκλο. Καθώς διπλασιάζουµε  

τις πλευρές, οι νP  και νP′  προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον αριθµό L  

Ο αριθµός αυτός λοιπόν ονοµάζεται µήκος του κύκλου R) , O(  
 

Έχει αποδειχθεί ότι ο λόγος 
R2
L  του µήκους του κύκλου προς τη διάµετρό του 

είναι σταθερός, δηλαδή είναι ίδιος για κάθε κύκλο. 
Η σταθερή αυτή τιµή του λόγου συµβολίζεται διεθνώς µε το Ελληνικό γράµµα π  
 
Προκύπτει λοιπόν 
ότι το µήκος L  του κύκλου ακτίνας R  δίνεται από τη σχέση 2πRL =  
 

 
Να σηµειώσουµε ότι ο αριθµός π   
είναι ένας άρρητος, υπερβατικός αριθµός και στην πράξη, µια προσέγγισή 
του είναι 3,14π ≅  
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Β  Μήκος τόξου 
 

Ένας κύκλος R) , O(  είναι ένα τόξο o360  µε µήκος Rπ2  

Το τόξο o1  θα έχει µήκος 
360

Rπ2  

οπότε ένα τόξο oµ  θα έχει µήκος 
180

Rµπ
=l  

Επίσης ένα τόξο κύκλου µε µήκος ίσο µε την ακτίνα R  
λέγεται ακτίνιο (rad), εποµένως ένα τόξο rad α  έχει µήκος Rα , δηλαδή Rα=l  
 

Να θυµηθούµε ότι από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ο τύπος ο οποίος 

συνδέει τις µοίρες µε τα ακτίνια, δηλαδή 
180
µ

π
α

=  

 
Γ  Εµβαδόν κυκλικού δίσκου 
 

Κυκλικός δίσκος κέντρου O  και ακτίνας R   
είναι ο κύκλος R) , O(  µαζί µε τα εσωτερικά του σηµεία. 

Είδαµε προηγουµένως ότι τα εγγεγραµµένα ή τα περιγεγραµµένα  
σε έναν κύκλο κανονικά πολύγωνα τείνουν να ταυτισθούν µε τον κύκλο 
καθώς το πλήθος των πλευρών τους αυξάνει. 
Ο µοναδικός θετικός αριθµός E  προς τον οποίο πλησιάζουν ολοένα  
και περισσότερο, τα εµβαδά των εγγεγραµµένων και περιγεγραµµένων κανονικών 
πολυγώνων λέγεται εµβαδόν του κυκλικού δίσκου. 
 

Θεωρούµε ένα κανονικό ν-γωνο εγγεγραµµένο στον κύκλο R) , O(  

 

Το εµβαδόν νE  δίνεται από τον τύπο ννν αP
2
1E ⋅=  

Από το διπλανό σχήµα φαίνεται ότι καθώς το πλήθος  
των πλευρών αυξάνει, το να  προσεγγίζει την ακτίνα R   

και επειδή το νP  προσεγγίζει το µήκος L  του κύκλου, µε αντικατάσταση του νP   

και του να  στο νE  έχουµε 2
ννν RπRRπ2

2
1RL

2
1αP

2
1E =⋅=⋅=⋅=  

Εποµένως  

το εµβαδόν E  ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας R  δίνεται από τη σχέση 2RπE =  
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∆  Εµβαδόν κυκλικού τοµέα και κυκλικού τµήµατος 
 

∆1  Κυκλικός τοµέας 

Θεωρούµε έναν κύκλο R) , O(  και µία επίκεντρη γωνία BOA
∧

  

Το σύνολο των σηµείων της επίκεντρης γωνίας  
και του κυκλικού δίσκου λέγεται κυκλικός τοµέας κέντρου O   
και ακτίνας R   

Ο κυκλικός αυτός τοµέας συµβολίζεται 
∩

ABO  
 

Αν η επίκεντρη γωνία BOA
∧

 είναι oµ , λέµε ότι και ο κυκλικός τοµέας είναι oµ  
 

Ένας κυκλικός δίσκος R) , O(  είναι ένα κυκλικός τοµέας o360  µε εµβαδόν 2Rπ  
 

Ο κυκλικός τοµέας o1  θα έχει εµβαδόν 
360
Rπ 2

 

Οπότε, ένας κυκλικός τοµέας oµ  θα έχει εµβαδόν 
360

µRπ)ABO(
2

=
∩

 

 
Ακόµη, επειδή ο κυκλικός δίσκος R) , O(  είναι κυκλικός τοµέας rad π2   

µε εµβαδόν 2Rπ , ένας τοµέας rad α  θα έχει εµβαδόν 2
2

Rα
2
1α

π2
Rπ

=⋅  
 

∆2  Κυκλικό τµήµα 
 

Έστω ένας κύκλος R) , O(  και µία χορδή του AB   

Η AB  χωρίζει τον κυκλικό δίσκο σε δύο µέρη 1ε  και 2ε   

που βρίσκονται εκατέρωθεν αυτής. 
Καθένα από αυτά τα µέρη λέγεται κυκλικό τµήµα. 
Το εµβαδόν 1ε  του κυκλικού τµήµατος που περιέχεται 

στην κυρτή γωνία BOA
∧

 προκύπτει, αν από το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα 

αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου, δηλαδή )OAB()ABO(ε1 −=
∩

 

 
 Το εµβαδόν ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας ρ  είναι ίσο µε το εµβαδόν ενός 

κυκλικού τοµέα o90  και ακτίνας ρ2   
 

 Να υπολογίσετε το εµβαδόν ενός κυκλικού τοµέα o45  και ακτίνας 1ρ =  
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Ε  Τετραγωνισµός του κύκλου 
 

Η µέτρηση του εµβαδού του περικλειόµενου από κάποιο σχήµα 
ήταν σε όλους τους λαούς, από την εποχή που ακόµη η γεωµετρία ήταν εµπειρικής  
µορφής βασική επιδίωξη όλων των γεωµετρών.  
Από τη στιγµή που διαλέξανε σαν µονάδα µέτρησης των εµβαδών 
το τετράγωνο µε πλευρά τη µονάδα µήκους, αυτόµατα τέθηκε και το πρόβληµα 
του τετραγωνισµού των διαφόρων σχηµάτων. 
 

Αρχικά "τετραγωνίστηκαν" δηλαδή προσδιορίστηκε το εµβαδόν τους 
τα ορθογώνια, τα τρίγωνα, τα παραλληλόγραµµα και ορισµένα πολύγωνα.  
Μετά από αυτό ήταν φυσικό να επιδιωχθεί και ο τετραγωνισµός σχηµάτων 
περικλειόµενων από καµπύλες γραµµές και πρώτου από όλα του κύκλου. 
 

Ο τετραγωνισµός του κύκλου λοιπόν, είναι ένα από τα αρχαιότερα γεωµετρικά 
προβλήµατα. Η διατύπωση του είναι απλή. Ζητείται η κατασκευή µε κανόνα  
και διαβήτη ενός τετραγώνου του οποίου το εµβαδόν να είναι ίσο µε το εµβαδόν 
ενός δοθέντος κύκλου. 
 
Η δυσκολία του προβλήµατος συνίσταται σε δύο περιορισµούς που έθεσαν σε 
αυτό οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί.  
Πιο συγκεκριµένα, για να θεωρηθεί αποδεκτή µία λύση του προβλήµατος 
σε αυτήν θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί µόνο κανόνας και διαβήτης 
προκειµένου η απόδειξη να ανάγεται πλήρως στα θεωρήµατα του Ευκλείδη 
και να µην πραγµατοποιείται µετά από άπειρο αριθµό βηµάτων. 
 

Αποδεικνύεται ότι το πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου επιλύεται εύκολα 
αν άρουµε οποιονδήποτε από αυτούς τους δύο περιορισµούς. 
 
Κατά την Ελληνική αρχαιότητα, δόθηκαν λύσεις στο πρόβληµα από τον Αρχιµήδη 
τον Νικοµήδη, τον Απολλώνιο και τον Κάρπο. 

 
Η επίλυση του προβλήµατος συνδέεται άµεσα µε την υπερβατικότητα του 
αριθµού π. Αν κάποιος έχει καταφέρει να τετραγωνίσει τον κύκλο, σηµαίνει ότι  
µε κάποιο τρόπο έχει υπολογίσει µία συγκεκριµένη αλγεβρική τιµή για το π 
Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι εφικτό στην περίπτωση που ο αριθµός π  
είναι υπερβατικός, οπότε δεν έχει συγκεκριµένη αλγεβρική τιµή.  
Πράγµατι, το ενδιαφέρον για την επίλυση του προβλήµατος του τετραγωνισµού  
του κύκλου εξανεµίζεται το 1882, όταν ο Ferdinand von Lindemann απέδειξε ότι  
το π είναι υπερβατικός αριθµός. 
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